Fiche de cours: Théoremes principaux d’intégration

Dans cette fiche de cours A dénotera 1a mesure de Lebesgue bien que les théorémes énoncés s’ appliquent
a d’autres espaces mesurés.

1 Théoremes d’interversion de la limite et de I’intégrale

Les deux principaux Théoremes d’interversion limite-intégrale sont les suivants.

1.1 Théoreme de la convergence monotone

Théoréme 1.1. Soit (f,,),>1 suite de fonctions telles que pour tout n > 1, f,, : E — R est mesurable et
positive. Si pour tout © € E et pour toutn € N* : f,(x) < fnr1(x) alors

lim /fnd)\:/ lim  f,d\. (1.1)
E E

n—>-4o0o n—>-+oo

Notons qu’il n’est pas nécessaire que f,, soit intégrable. Il n’est donc pas exclu que (1.1)) vale +oo.

1.1.1 Exemple simple

Exemple 1.2. Considérons la suite de fonctions (fy)n>1 définie pour tout n € N* et pour tout x € R par
fulz) = %1[172] (x). Calculer f12 fn(x)dx n’est pas immédiat. Cependant on peut remarquer que a x

Jixé fn(x) < fnt1(x). En effet:
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Le signe de cette expression est determiné par le numérateur. Or pour x € [1,2] : 2"*' > 2™ Par
continuité la suite de fonction (fy,)n>1 est mesurable. Le théoréme de Beppo-Lévy nous permet deés lors de
calculer immédiatement la valeur de | 12 fn(z)dx a la limite. En effet pour tout x € [1,2]
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Par conséquent:
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lim /lfn(:n)dm CiM/l lim fp(z)dz
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:/ ldx = 1.
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Une conséquence dirrecte du Théoréme est le résultat suivant

1.1.2 Application a ’inversion somme-intégrale

Théoreéme 1.3. Pour toute suite de fonctions positives mesurables ( fn)n>1 on a

/ngn(az)dx :ni:o:l/Efn(a:)dx.

En effet, on définit pour tout N € N* Sy (z) = 227:1 fn(x). Puisque pour tout x € E et pour tout
n > 1 fy(z) est positive on a que (Sxn)n>1 est positive. On a alors

1.2 Théoreme de la convergence dominée

Théoreme 1.4. Soit ( f,,)n>1 suite de fonctions intégrables, définies sur E et a valeurs réelles, qui converge
A-presque partout vers une fonction mesurable f. On suppose de plus qu’il existe une fonction mesurable g
vérifiant | f,(x)| < g(x) pour \-presque tout x € E. Alors f est intégrable et

lim / frd\ = / lim  fnd\. (1.2)
n—-+o0o E En%«#oo

Contrairement au théoréme précédent, le théoréme de la convergence dominée indique que (1.2) est
finie, au prix de I’hypothese que la suite est dominée”.
1.2.1 Exemple pour lequel on peut appliquer les deux Théoremes

Exemple 1.5. Considérons la suite de fonctions (fn)n>1 définie pour tout n € N* et pour tout x € R
par fn(x) = ﬁ]lm’l[. Il n’est pas dur de voir que pour tout x €]0, 1] (fn(x))n>1 est croissante. En



particulier fp(z) < 111141_ fn(x) = 1 pour tout n € N* qui est bien siir intégrable sur [0,1]. Par
n—r--—+oo
conséquent on peut appliquer I’un ou I’autre des théorémes et on obtient
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1.2.2 Exemple pour lequel seul le Théoreme de la convergence monotone fonctionne

Exemple 1.6. Considérons la suite de fonctions (fy)n>1 définie pour tout n € N* et pour tout x € R par
fn(x) = min <n, %) Lyo,1[- Il est alors impossible de trouver une fonction g intégrable sur 10, 1] vérifiant

pour tout n | fp(z)| < g(x). En effet pour tout x suffisament proche de 0 (disons x €]0, €[) il existe n. tel
que fp () = n.. Cette valeur de n. augmente a mesure que € décroit et on peut prendre € aussi petit qu’on
veut. Ainsi peu importe la valeur de g(x), on aura toujours pour € suffisament petit: f, (x) = ne > g(x).
En revanche, il est aisé de voir que pour tout x fixé f,(x) < fny1(x). Par conséquent on peut appliquer le
Théoreme de convergence monotone et:
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1.2.3 Exemple pour lequel seul le Théoreme de la convergence dominée fonctionne

Exemple 1.7. La suite de fonctions (f,)n>1 définie pour tout n € N* et pour tout xz € R par f,(x) =
(=2)"

n
L <1 qui est intégrable sur )0, 1[. Par conséquent:
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2 Théoreme sur les intégrales paramétrées

Lyo,1[- 1l est clair que f,, n’est ni croissante ni décroissante. Cependant pour tout x €]0,1[: | fn(x)| <

Les deux théoremes de cette section peuvent étre immédiatement déduits du Théoreme de convergence
dominée. En effet on s’intéresse a la continuité et la dérivabilité de fonctions définies comme des intégrales
par rapport a I’une des variables de fonctions a deux variables. La continuité et la dérivabilité étant définies
a I’aide de limites, ces problemes revienent donc a intervertir limite et intégrale.

2.1 Théoreme de continuité sous le signe intégrale

Théoreme 2.1. Soit f : E x I — R une fonction mesurable, oit I C R est un intervalle. On suppose que :

e pour tout t € I, la fonction x — f(x,t) est A-intégrable ;



* pour presque tout x € F, 'application t — f(x,t) est continue sur I ;

* il existe une fonction \-intégrable g telle que pour tout t € I et presque tout x € X,
|f(z, )] < g(x).

Alors la fonction
F : I — R
t = [pflzt)de

est continue sur I.

2.2 Théoreme de dérivation sous le signe intégrale

Théoreme 2.2. Soit f : E x I — R une fonction mesurable, oit I C R est un intervalle. On suppose que :
* pourtoutt € I, la fonction x — f(x,t) est \-intégrable ;
s pour presque tout x € E, Uapplication t — f(x,t) est de classe C* sur I ;
* il existe une fonction \-intégrable g telle que pour tout t € I et presque tout x € E,

' of

0| <900

Alors la fonction
R

F : 1 —
t = g flz,t)de

est de classe C* sur I et sa dérivée est donnée par

F(t) = /E ‘Z{ (2.1) da.

2.3 Exemple simple
Exemple 2.3. On considere la fonction
F : [1, +o0] — R
t — 1+°° et du.

et on va chercher sa dérivée si elle existe. On vérifie les 3 hypohéses du Théoréeme de dérivation sous le
signe intégrale.

s Soitt > 1, alors x + e~ est évidement intégrable (on peut invoquer le critére de Rieman par
exemple).

e Pour tout x € [0, +oo[ t — e~ a pour dérivée x — —xe %, Cette fonction est bien siire continue
et donc la premiére est C*.



» Enfin ’étape qui est souvent la plus dure: montrons qu’il existe g intégrable sur R telle que pour

tout t > 1 et presque pour tout v € R : ‘%

< g(z). Puisque t > 1 on a que e'* > e et donc

que pour tout x > 0: re 1T < e T,

On a donc par conséquent que
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= —% (e "+ F(1)).

Remarque 2.4. Une remarque importante est que continuité et dérivabilité sont des propriétés locales. Si
I’on veut donc montrer que F' est continue ou dérivable ent € R on peut sans probléme restreindre F' a un
compact |a, b] qui contient t. Il devient alors plus facile de trouver une majoration générale pour %



3 Théoréme de changement de variables

Definition 3.1. Soit f : R” — R™ une application différentiable. On définit sa matrice Jacobienne comme
la matrice J; = (%‘S}))w
Definition 3.2. ® : U — V est un C' difféomorphisme si

* & est bijective.

« dcClU,V)

« &L ecl(v,U).
Remarque 3.3. Si O est injective et det Jg () # 0 pour tout x € U, alors ® est un difféomorphisme.
Théoreme 3.4. Soient U et V deux ouverts de R% et ® un C' difféomorphisme de U sur V. Soit f définie
sur'V et intégrable. Alors

/ f(x)dz = / F(®(a))] det Jo ()| de
1% U
= / f(®(x)|det Jg(z)|dx.
e-1(V)

Remarque 3.5. Une propriété importante de la Jacobienne est que
Jcp—l - qul

Dans les exercices ou 1’on veut faire un changement de variables il y aura deux cas de figure. Ou
bien on va vouloir changer le domaine d’intégration V' d’une intégrale car celui ci est trop complexe
géométriquement. Un exemple typique est le passage en coordonnées polaires ou sphériques. Ou bien
il va nous étre donné une intégrale compliquée”

/V fop(x)dx

mais qui n’est compliquée que parcequ’elle est composée avec une application ¢ qui la complexifie. L’idéal
serait de pouvoir s’en débarasser et c’est précisément ce que nous permet le Théoréme de changement de
variables. Les difficultés de 1’exercice sont les suivantes: Dans le premier cas ¢ nous est donné mais on doit
calculer U = ®~1(V). Dans le second ® doit étre calculé en inversant ¢. Il y a donc un calcul d’inverse
dans tout les cas. Par étapes:

e Inverser ®.

* Calculer la Jacobienne de ® ou de ®~! et vérifier que ® est injective pour montrer que c’est un C!
difféomorphisme.

e Trouver U := ®~1(V).
* Conclure en calculant I’intégrale.

Une difficulté peut arriver dés lors qu’il existe = € U pour lequel Jg(x) n’est pas inversible. Dans ce cas ®
n’est pas un difféomorphisme et il faut se restreindre a un sous ensemble de U.



3.1 Application pas a pas du théoreme

Pour simplifier le probléme on ne considére que la dimension 2. Soit f : U C R? — R? une fonction
intégrable. On veut appliquer le changement de variable ® : U — ¢(U) := V. On suppose qu’on conait
®~! mais pas (encore) ®. Notons que si a I’inverse on conaissait le changement de variables ® les étapes
seraient strictement les mémes en remplacant le role de ® et ®~1.

1. Calculer ®!:

On définit
—1
ul(xl, xg) = (I)l (.%'1, .%'2)
—1
ug(x1,22) = Oy (r1,72)
et on réarange les expressions ci-dessus pour isoler les x;. Puisque x1,...,2x4 € U et que ® est une

bijection on obtient ainsi 1.

z1(ur,uz) = P1(ur,uz)
xo(z1,u2) = Po(ur,ug).

Notons que u et x sont passé du role de variables a fonctions lors de cette opération.

2. Calcul de la Jacobienne

3. Vérification que ® est bien un C' difféomorphisme:

Pour ce faire on vérifie que ® est injective et que pour tout (ug, ug) € U:

det (Jo(u,v)) # 0.

4. Déterminer V := &(U):

C’est I’étape la plus subtile et qui entraine souvent des erreurs. La méthodologie est la suivante.

* Fixer u € ®1(U) puis voir comment varie v € ®o(U) en fonction de u.

* Fixer v € ®5(U) puis voir comment varie v € ®1(U) en fonction de v.

Ceci nous donne deux fagons (qui parfois sont équivalentes dans les cas les plus simples) d’écrire V.
Suivant les besoins de 1’exercice on privileégera I’une ou I’autre.

5. Conclusion:

On applique alors le Théoreme de changement de variables.



3.2 Exemple simple

Exemple 3.6. On considere la fonction f(x,y) = x + y, l'intégrale f02 fol f(x,y)dxdy et le changement
de variable
O:U=[0,1] x[0,2] — V, ®(z,y) = (2z, 3y).

On veut appliquer ce changement de variable, résolvons [’exercice par étapes.

u =2
v =3y

{ZL‘ =u/2
y =v/3.

Par conséquent pour tout (u,v) € V ona ®1(u,v) = (u/2,v/2).

* On commence par inverser P.

ce qui implique que

* On détermine maintenant l'espace d’arrivée V := ®(U). Si0 < z < lalors 0 < 2x < 2. Si
0 <y <2alors 0 <3y <6 etdonc ®(z,y) € [0,2] x [0,6]. A I’inverse il est facile de montrer que
&~ Y(u,v) €[0,1] x [0, 2] pour tout (u,v) € [0,2] x [0,6] et donc V = [0,2] x [0, 6].

* La matrice jacobienne de ® vaut
0(2u) 0(2u) 5 0
_ ou v _
o= o3u) e | <0 3> '
ou v

Donc

det Jp(u,v) =2-3 =6 #0.

1l est aisé de montrer que ® est une injection de U vers V. On verifie donc au passage que ® est bel
et bien un difféomorphisme.

* On conclue ’exercice. Comme f o ®(x,y) =2x 4+ 3yona

2 ol 6 2
/ / (x +y)dzdy = / / (2u + 3v).6dudv
0o Jo 0o Jo

6 r2
= / / (12u + 18v)dudv
0 JO

On calcule alors ’intégrale pour conclure.

3.3 Exemple: calcul de I’aire d’une ellipse

Exemple 3.7. On considere D = {(:c, y) € R? | (g)Q + (%)2 < 1}. Cet ensemble est une ellipse de demi-

a
grand axe a et de demi-petit axe b. On cherche a calculer

/ dxdy.
D

8



On applique le changement de variables
®:(r,0) € U — (arcosf,brsing)
pour U = [O, 1] X [O, 27?}.
* On peut montrer facilement que ® est une injection entre D et U, d’on (D) = U.

e On calcule la Jacobienne de ®:

bsinf  brcosf

acos —arsinf
Jo(u,v) =

dont le déterminant est abr qui est nul presque partout. ® est donc bien un difféomorphisme de U
vers D (en omettant le singleton 0 de r € [0, 1] qui est de toutes facons Lebesgue-négligeable).

Notez que 'on a remplacé l’étape d’inversion de ® par 'inversion de la matrice Jp. On peut a présent
conclure I’exercice:

/ld:cdy :/ ldxdy
D o(U)

@ / 1.J(r,0)drdo
U

27 1
= / / abrdrdf
0 0

= abr.
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